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7.3 Idealni gas fermiona 153

7.3.4 Fermi-eva temperatura i Fermi-eva energija

Odredimo najpre ponasanje hemijskog potencijala p na niskim tempe-
raturama. Podjimo od jednacine (7.94). Posto je u ovoj oblasti z > 1,
funkciju G (2) mozemo razviti u red po formuli (7.85), zaustavljajudi se

2

na prvom korekcionom ¢lanu

No_og PP e 1
VX TO) 8 (Inz)?
drg [ 2m\ >/ 32 2 1
= 2= T1 1+ ——+...) . (71
3 (h2> (kT1nz) + g (lnz)2+ (7.106)

U limesu z — oo (T' — 0) korekcioni ¢lan jednak je nuli, tako da mozemo
naci vrednost hemijskog potencijala na nultoj temperaturi

2
h? [ 3N \3
po =kT'lnz = - (47rgV) . (7.107)

Da bi odredili zavisnost pu(7") = kT Inz na temperaturama razlic¢itim od
nule 0 < T' << oo, napisimo (7.106) u obliku

2
M(T)) 72 ( kT )
1=|——= 1+ —= -] + |- 7.108
( 1o 8 \u(T) ( )
U korekcionom ¢lanu mozemo staviti u(7") ~ pg, a potom poslednji izraz
prepisati u obliku

) ) —2/3
W(T) = o (1 + % (k’—T> +-- ) . (7.109)

njo

Mo

Posto u niskotemperaturskoj oblasti k7" < pg, izraz u zagradi mozemo
aproksimirati po formuli (1 + z)~%/% ~ 1 — 2z, sledi

2 2
w(T) = o <1 — <Z—f) + - ) , (7.110)

odakle vidimo da je hemijski potencijal na niskim temperaturama pozitivna
velicina koja opada sa porastom temperature. PoSto se na jako visokim
temperaturama Fermi-Dirac-ove i Bose-Einstein-ove funkcije ponaSaju na
isti nac¢in G, (2) ~ G,f(2) ~ 2z mozemo zakljuciti da ée se i hemijski pote-
ncijali ponasati na isti na¢in, tj. po formuli (7.58) koju smo izveli za bozon-
ski sistem, i po kojoj je p u ovoj oblasti negativna veli¢cina. To znaci da na
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Ho

H(T)

/

Slika 7.7: Zavisnost hemijskog potencijala idealnog gasa fermiona od
temperature. U blizini apsolutne nule hemijski potencijal je pozitivan
i ponaga se u skladu s formulom (7.110), na Fermi-evoj temperaturi je
w(Tr) = 0, aiznad Tr hemijski potencijal je negativan i u asimptotskoj
oblasti T — oo ponasa se po zakonu (7.58).

nekoj konac¢noj temperaturi Tr koja se zove Fermi-eva temperatura, hemi-
jski potencijal mora biti jednak nuli u(7TF) = 0 (Slika 7.7). Iz poslednjeg
obrasca nalazimo

_ V12p0  po

ok k)
pa se Fermi-eva temperatura obi¢no definise odnosom pg = kTp. Do-
dajmo jos da na osnovu veze izmedju hemijskog potencijala i fugaciteta
z = eMD/KT 3 na bazi ustanovljene zavisnosti p(7), mozemo zakljuciti
da je z(Tr) = 1 i da u grani¢nim sluc¢ajevima vazi: z — oo kada T" — 0,
odnosno z — 0 kada T" — oc.

Ty (7.111)

Razmotrimo sada srednje vrednosti brojeva popunjenosti kvantnih sta-
nja na temperaturama 7' < Tr. Imajuéi u vidu da je kvantno stanje
fermiona odredjeno impulsom p'i projekcijom spina mg, na osnovu formule

(6.60) imamo
1

Blep—n(D) 4 1°

(M m.) = (7.112)

gde se u(T') ponasa po formuli (7.110). Analizirajmo najpre slucaj 7' = 0
kada je puo = 1(0), odakle sledi

1

("5, m.)

Iz dobijene formule vidimo da u limesu 7" — 0 (§ — o0) postoji sledeca
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<nﬁ)ms>
T
1
—T=0
1
2
\§

’ 1\ 1\,‘10 €p

Slika 7.8: Srednje vrednosti brojeva popunjenosti jednocesti¢nih kvant-
nih stanja idealnog gasa fermiona na razli¢itim temperaturama. Na
T = 0 stanja sa energijama ispod Fermi-evog nivoa po = p(0) su po-
punjena a ona iznad prazna. Na temperaturama iznad nule 0 < 71 < T5
dolazi do prelaska Cestica sa nizih na viSe energetske nivoe. Strelice na
energetskoj osi oznacavaju vrednosti hemijskih potencijala na tim tem-
peraturama: p(71) > p(T2). Iz formule (7.112) sledi da za proizvoljno
T > 0 stanja sa energijom &, = (7') imaju popunjenost (ng, m,) = 1/2.

raspodela fermiona po kvantnim stanjima

1 e <o
(Ng,ms) = { 0 2> o (7.114)

Dakle nivoi ¢ija je energija manja od pg su popunjeni, a nivoi sa energijom
iznad po nepopunjeni (Slika 7.8). Ova raspodela odgovara tzv. potpuno
degenerisanom gasu fermiona, jer se sve Cestice poStujué¢i Pauli-ev princip
nalaze u jednocesti¢nim stanjima sa najnizom energijom. Inace za fermion-
ski gas kazemo da je degenerisan ako se nalazi na temperaturama koje su
znatno ispod Fermi-eve, pa se Tr naziva i temperatura degeneracije. Iz
poslednje formule vidimo da energija koja odgovara popunjenom nivou sa
najve¢om energijom iznosi ep = pg i zove se Fermi-eva energija. U im-
pulsnom prostoru energija ¢ F odredjuje Fermi-evu sferu sa poluprec¢nikom

PE = 2mug = h<%>§ unutar koje se nalaze vrhovi vektora koji

odredjuju popunjena kvantna stanja (Slika 7.9). U sistemu koji sadrzi N
fermiona ispod Fermi-evog nivoa nalazi se tacno N popunjenih kvantnih
stanja, tako da osnovnom stanju (stanje na T'= 0) odgovara energija

PFr

S L R

|P'|<pp Ms=—
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D, T=0 P. T7>0
[ T Tel T T T T T T T 11
pFTTl\ pF'.\.' °
E::::E:::\ STelelelelelel Ts[\[e]
Py b, 5 b
Py P, T

Slika 7.9: Shematski prikaz popunjenosti kvantnih stanja u impulsnom
prostoru. Crtez levo prikazuje slu¢aj T' = 0 kada su sva stanja unutar
Fermi-eve sfere popunjena, a ona van nje prazna. Na T > 0 fermioni
koji leze ispod Fermi-eve sfere prelaze u stanja iznad Fermi-eve sfere.

Na temperaturama razlicitim od nule srednje vrednosti brojeva popu-
njenosti racunamo po formuli (7.112), odakle vidimo da ¢e fermioni sa nivoa
¢ija je energija ispod € prelaziti na nivoe cija je energija iznad ep. Drugim
recima, nivoi ispod Fermi-evog pocec¢e da se “prazne”, a oni iznad pocece
da se “pune”, i to tako Sto ¢e fermioni sa nivoa koji su neposredno ispod
€, prelaziti na nivoe koji su neposredno iznad ep.

7.3.5 1Idealni gas fermiona na niskim temperaturama

Na proizvoljnoj temperaturi jednacinu stanja mozemo, na osnovu for-
mula (7.93) 1 (7.94), da izrazimo u implicitnom obliku

G (2)
NET 5
= NKT - (7.116)
Vo \Gs(2)
2
U niskotemperaturskoj oblasti na osnovu formule (7.85) vazi
8 5m2 1
S(2) = Inz)%2 14+ —— +... 11
G%(Z) 15ﬁ(nz) <+ 8 (1nz)2jL )’ (7.117)
G5 (2) = A (In 2)3/2 1+7T—2 L (7.118)
5 ™ 8 (Inz)? ’ '
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