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MEHANIKA

Kragujevac, 2006. godine
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1.6 Srednje vrednosti fizičkih veličina . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.7 Liouville-ova teorema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2.1 Postulat o jednakim verovatnoćama . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 Gustina stanja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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3.7 Dvočestična korelaciona funkcija . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.8 Teorema o jednakoj raspodeli energije . . . . . . . . . . . . 64
3.9 Teorema o viralu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4 Veliki kanonski ansambl 71
4.1 Gibbs-ova teorema o velikoj kanonskoj raspodeli . . . . . . 71
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5.3.2 Jednačina kretanja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.3.3 Energetska reprezentacija – matrica gustine . . . . . 98
5.3.4 Srednje vrednosti opservabli . . . . . . . . . . . . . . 99
5.3.5 Operator entropije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.4 Ansambli kvantnih sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
5.4.1 Mikrokanonski ansambl . . . . . . . . . . . . . . . . 101
5.4.2 Kanonski ansambl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
5.4.3 Veliki kanonski ansambl . . . . . . . . . . . . . . . . 105

6 Sistem nezavisnih čestica 109
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8.6 Lokalno ravnotežna Maxwell-ova raspodela . . . . . . . . . 180
8.7 Ireverzibilnost makroskopskih procesa . . . . . . . . . . . . 184

Literatura 189



7.3 Idealni gas fermiona 153

7.3.4 Fermi-eva temperatura i Fermi-eva energija

Odredimo najpre ponašanje hemijskog potencijala µ na niskim tempe-
raturama. Podjimo od jednačine (7.94). Pošto je u ovoj oblasti z À 1,
funkciju G−

3
2

(z) možemo razviti u red po formuli (7.85), zaustavljajući se

na prvom korekcionom članu

N

V
=

g

λ3
T

(ln z)3/2

Γ(5
2)

(
1 +

π2

8
1

(ln z)2
+ · · ·

)

=
4πg

3

(
2m

h2

)3/2

(kT ln z)3/2

(
1 +

π2

8
1

(ln z)2
+ · · ·

)
. (7.106)

U limesu z → ∞ (T → 0) korekcioni član jednak je nuli, tako da možemo
naći vrednost hemijskog potencijala na nultoj temperaturi

µ0 = kT ln z =
h2

2m

(
3N

4πgV

) 2
3

. (7.107)

Da bi odredili zavisnost µ(T ) = kT ln z na temperaturama različitim od
nule 0 < T << ∞, napǐsimo (7.106) u obliku

1 =
(

µ(T )
µ0

) 3
2

(
1 +

π2

8

(
kT

µ(T )

)2

+ · · ·
)

. (7.108)

U korekcionom članu možemo staviti µ(T ) ' µ0, a potom poslednji izraz
prepisati u obliku

µ(T ) = µ0

(
1 +

π2

8

(
kT

µ0

)2

+ · · ·
)−2/3

. (7.109)

Pošto u niskotemperaturskoj oblasti kT ¿ µ0, izraz u zagradi možemo
aproksimirati po formuli (1 + x)−2/3 ≈ 1− 2

3 x, sledi

µ(T ) = µ0

(
1− π2

12

(
kT

µ0

)2

+ · · ·
)

, (7.110)

odakle vidimo da je hemijski potencijal na niskim temperaturama pozitivna
veličina koja opada sa porastom temperature. Pošto se na jako visokim
temperaturama Fermi-Dirac-ove i Bose-Einstein-ove funkcije ponašaju na
isti način G−

n (z) ' G+
n (z) ' z možemo zaključiti da će se i hemijski pote-

ncijali ponašati na isti način, tj. po formuli (7.58) koju smo izveli za bozon-
ski sistem, i po kojoj je µ u ovoj oblasti negativna veličina. To znači da na
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Slika 7.7: Zavisnost hemijskog potencijala idealnog gasa fermiona od
temperature. U blizini apsolutne nule hemijski potencijal je pozitivan
i ponaša se u skladu s formulom (7.110), na Fermi-evoj temperaturi je
µ(TF ) = 0, a iznad TF hemijski potencijal je negativan i u asimptotskoj
oblasti T →∞ ponaša se po zakonu (7.58).

nekoj konačnoj temperaturi TF koja se zove Fermi-eva temperatura, hemi-
jski potencijal mora biti jednak nuli µ(TF ) = 0 (Slika 7.7). Iz poslednjeg
obrasca nalazimo

TF =
√

12
π

µ0

k
≈ µ0

k
, (7.111)

pa se Fermi-eva temperatura obično definǐse odnosom µ0 = kTF . Do-
dajmo još da na osnovu veze izmedju hemijskog potencijala i fugaciteta
z = eµ(T )/kT , a na bazi ustanovljene zavisnosti µ(T ), možemo zaključiti
da je z(TF ) = 1 i da u graničnim slučajevima važi: z → ∞ kada T → 0,
odnosno z → 0 kada T →∞.

Razmotrimo sada srednje vrednosti brojeva popunjenosti kvantnih sta-
nja na temperaturama T ¿ TF . Imajući u vidu da je kvantno stanje
fermiona odredjeno impulsom ~p i projekcijom spina ms, na osnovu formule
(6.60) imamo

〈n~p, ms〉 =
1

eβ(εp−µ(T )) + 1
, (7.112)

gde se µ(T ) ponaša po formuli (7.110). Analizirajmo najpre slučaj T = 0
kada je µ0 = µ(0), odakle sledi

〈n~p, ms〉 =
1

eβ(εp−µ0) + 1
. (7.113)

Iz dobijene formule vidimo da u limesu T → 0 (β → ∞) postoji sledeća
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Slika 7.8: Srednje vrednosti brojeva popunjenosti jednočestičnih kvant-
nih stanja idealnog gasa fermiona na različitim temperaturama. Na
T = 0 stanja sa energijama ispod Fermi-evog nivoa µ0 = µ(0) su po-
punjena a ona iznad prazna. Na temperaturama iznad nule 0 < T1 < T2

dolazi do prelaska čestica sa nižih na vǐse energetske nivoe. Strelice na
energetskoj osi označavaju vrednosti hemijskih potencijala na tim tem-
peraturama: µ(T1) > µ(T2). Iz formule (7.112) sledi da za proizvoljno
T > 0 stanja sa energijom εp = µ(T ) imaju popunjenost 〈n~p, ms〉 = 1/2.

raspodela fermiona po kvantnim stanjima

〈n~p, ms〉 =
{

1 εp < µ0

0 εp > µ0 .
(7.114)

Dakle nivoi čija je energija manja od µ0 su popunjeni, a nivoi sa energijom
iznad µ0 nepopunjeni (Slika 7.8). Ova raspodela odgovara tzv. potpuno
degenerisanom gasu fermiona, jer se sve čestice poštujući Pauli-ev princip
nalaze u jednočestičnim stanjima sa najnižom energijom. Inače za fermion-
ski gas kažemo da je degenerisan ako se nalazi na temperaturama koje su
znatno ispod Fermi-eve, pa se TF naziva i temperatura degeneracije. Iz
poslednje formule vidimo da energija koja odgovara popunjenom nivou sa
najvećom energijom iznosi εF = µ0 i zove se Fermi-eva energija. U im-
pulsnom prostoru energija εF odredjuje Fermi-evu sferu sa poluprečnikom

pF =
√

2mµ0 = h
(

3N
4πgV

) 1
3 unutar koje se nalaze vrhovi vektora koji

odredjuju popunjena kvantna stanja (Slika 7.9). U sistemu koji sadrži N
fermiona ispod Fermi-evog nivoa nalazi se tačno N popunjenih kvantnih
stanja, tako da osnovnom stanju (stanje na T = 0) odgovara energija

E0 =
∑

|~p |<pF

s∑
ms=−s

εp =
gV

h3

pFw

0

p2

2m
4πp2 dp =

2πgV

5mh3
p5

F =
3
5
NεF . (7.115)
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Slika 7.9: Shematski prikaz popunjenosti kvantnih stanja u impulsnom
prostoru. Crtež levo prikazuje slučaj T = 0 kada su sva stanja unutar
Fermi-eve sfere popunjena, a ona van nje prazna. Na T > 0 fermioni
koji leže ispod Fermi-eve sfere prelaze u stanja iznad Fermi-eve sfere.

Na temperaturama različitim od nule srednje vrednosti brojeva popu-
njenosti računamo po formuli (7.112), odakle vidimo da će fermioni sa nivoa
čija je energija ispod εF prelaziti na nivoe čija je energija iznad εF . Drugim
rečima, nivoi ispod Fermi-evog počeće da se “prazne”, a oni iznad počeće
da se “pune”, i to tako što će fermioni sa nivoa koji su neposredno ispod
εF , prelaziti na nivoe koji su neposredno iznad εF .

7.3.5 Idealni gas fermiona na niskim temperaturama

Na proizvoljnoj temperaturi jednačinu stanja možemo, na osnovu for-
mula (7.93) i (7.94), da izrazimo u implicitnom obliku

P =
NkT

V




G−
5
2

(z)

G−
3
2

(z)


 . (7.116)

U niskotemperaturskoj oblasti na osnovu formule (7.85) važi

G−
5
2

(z) =
8

15
√

π
(ln z)5/2

(
1 +

5π2

8
1

(ln z)2
+ · · ·

)
, (7.117)
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3
2

(z) =
4

3
√

π
(ln z)3/2

(
1 +

π2

8
1

(ln z)2
+ · · ·

)
, (7.118)

pa je

P =
2
5

N

V
kT ln z

(
1 +

5π2

8
1

(ln z)2
+ · · ·

) (
1 +

π2

8
1

(ln z)2
+ · · ·

)−1

. (7.119)
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Finansijski Vodič, Beograd 1979.
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matematički Fakultet Univerziteta u Beogradu, Beograd 1984.

[15] Nattermann T. Statistische Physik, University of Cologne, Köln 1999
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